
Polom¥r konvergence

V¥ta (výpo£et polom¥ru konvergence)

Pro mocninnou °adu

∞∑
n=0

an(z − z0)
n je polom¥r konvergence roven

1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

.

Polom¥r konvergence je zárove¬ roven lim
n→∞

|an|
|an+1|

, pokud tato limita

existuje.

Poznámka: je-li ρ > 0 polom¥r konvergence mocninné °ady
∞∑
n=0

an(z − z0)
n, potom platí: pokud |z0 − z | < ρ potom (£íselná) °ada

∞∑
n=0

an(z − z0)
n konverguje (dokonce absolutn¥), pokud |z0 − z | > ρ,

potom °ada

∞∑
n=0

an(z − z0)
n diverguje.



Polom¥r konvergence - p°íklad

Spo£ítáme polom¥r konvergence mocninné °ady °ady

∞∑
n=0

(2n + 1)!

n!(n + 2)!
zn.

Nejd°íve zkusíme (obtíºn¥j²í) výpo£et pomocí odmocninového kritéria:

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n

√
(2n + 1)!

n!(n + 2)!
= lim

n→∞
n

√
(2n)!

(n!)2
n

√
(2n + 1)

(n + 1)(n + 2)

P°edn¥ lim
n→∞

n

√
(2n + 1)

(n + 1)(n + 2)
= 1 (n-tá odmocnina z polynomu jde vºdy

k jedné). Dále za pomoci známé limity lim
n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
dostáváme

lim
n→∞

n

√
(2n)!

(n!)2
= lim

n→∞
4

(
2n
√
(2n)!

2n

)2

·
(

n
n
√
n!

)2

= 4 · 1
e2
· e2 = 4



Polom¥r konvergence - p°íklad

Celkov¥ pak

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n

√
(2n)!

(n!)2
· lim
n→∞

n

√
(2n + 1)

(n + 1)(n + 2)
= 1 · 4 = 4.

Polom¥r konvergence mocninné °ady

∞∑
n=0

(2n + 1)!

n!(n + 2)!
zn je tedy

1

4
.

Podobn¥ po£ítáme pomocí (vhodn¥j²ího) podílového kritéria

lim
n→∞

|an|
|an+1|

= lim
n→∞

(2n+1)!
n!(n+2)!

(2n+3)!
(n+1)!(n+3)!

= lim
n→∞

(n + 1)(n + 3)

(2n + 3)(2n + 2)
=

1

4
.



D·leºité mocninné °ady a základní úprava

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
, |z | < 1,

∞∑
n=0

zn

n!
= ez , z ∈ R,

∞∑
n=1

(−1)n+1
zn

n
= log(z + 1), |z | < 1.

Základní úpravy:

1

(z − z0)

∑
an(z − z0)

n+1 =
∑

an(z − z0)
n= (z − z0)

∑
an(z − z0)

n−1



D·leºité mocninné °ady a základní úprava
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∞∑
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n
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D·leºité mocninné °ady a základní úprava
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zn

n!
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∞∑
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D·leºité mocninné °ady a základní úprava

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
, |z | < 1,

∞∑
n=0

zn

n!
= ez , z ∈ R,

∞∑
n=1

(−1)n+1
zn

n
= log(z + 1), |z | < 1.

Základní úpravy:

1

(z − z0)

∑
an(z − z0)

n+1 =
∑

an(z − z0)
n= (z − z0)

∑
an(z − z0)

n−1

∑
an(z − z0)

2n =
∑

an([z − z0]
2)n



Derivace mocninné °ady

V¥ta (derivace mocninné °ady)

Má-li mocninná °ada

∞∑
n=0

an(z − zn)
n polom¥r konvergence ρ > 0, má

stejný polom¥r konvergence i °ada

∞∑
n=1

nan(z − zn)
n−1. Ozna£íme-li

f (z) =
∞∑
n=0

an(z − zn)
n, z ∈ U(z0, ρ), potom f ′(z) =

∞∑
n=1

nan(z − zn)
n−1.



P°íklady

Se£teme

∞∑
n=0

(2n + 1)zn. Polom¥r konvergence je zjevn¥ 1, bereme tedy

pouze |z | < 1. Zkusíme t°i r·zné úpravy. Máme

∞∑
n=0

(2n + 1)zn = 2

∞∑
n=0

nzn +
∞∑
n=0

zn

= 2

∞∑
n=0

(n + 1)zn −
∞∑
n=0

zn

=
∞∑
n=0

(2n + 1)(
√
z)2n z ≥ 0

Pro£ jsou první dv¥ úpravy korektní? (°ady na obou stranách mají stejné
polom¥ry konvergence)



P°íklady

Se£teme

∞∑
n=0

(2n + 1)zn.

∞∑
n=0

(2n + 1)zn = 2

∞∑
n=0

nzn +
∞∑
n=0

zn = 2z
∞∑
n=1

nzn−1 +
1

1− z

= 2z

( ∞∑
n=1

zn

)′
+

1

1− z
= 2z

(
z
∞∑
n=0

zn

)′
+

1

1− z

= 2z

(
z

1− z

)′
+

1

1− z
= 2z

1

(1− z)2
+

1

1− z

=
z + 1

(1− z)2



P°íklady

Se£teme

∞∑
n=1

(2n + 1)zn.

∞∑
n=0

(2n + 1)zn = 2

∞∑
n=0

(n + 1)zn −
∞∑
n=0

zn = 2

( ∞∑
n=0

zn+1

)′
− 1

1− z

= 2

(
z
∞∑
n=0

zn

)′
− 1

1− z
= 2

(
z

1− z

)′
− 1

1− z

= 2
1

(1− z)2
− 1

1− z
=

z + 1

(1− z)2



P°íklady

Se£teme

∞∑
n=1

(2n + 1)zn.

Poloºíme f (w) =
∞∑
n=0

(2n + 1)w2n, potom pro z ≥ 0 máme

f (
√
z) =

∞∑
n=0

(2n + 1)(
√
z)2n =

∞∑
n=1

(2n + 1)zn.

Dále

f (w) =
∞∑
n=0

(2n + 1)w2n =

( ∞∑
n=0

w2n+1

)′
=

(
w
∞∑
n=0

(w2)n

)′

=

(
w

1− w2

)′
=

1+ w2

(1− w2)2

A tedy pro z ≥ 0 dostaneme f (
√
z) =

1+ (
√
z)2

(1− (
√
z)2)2

=
z + 1

(1− z)2
.



P°íklady

Se£teme

∞∑
n=0

n2zn. Polom¥r konvergence je op¥t zjevn¥ 1, bereme tedy

pouze |z | < 1.
Máme

∞∑
n=0

n2zn = z
∞∑
n=1

n2zn−1 = z

( ∞∑
n=1

nzn

)′
= z

(
z
∞∑
n=1

nzn−1

)′

= z

(
z

( ∞∑
n=1

zn

)′)′
= z

(
z

(
z
∞∑
n=0

zn

)′)′

= z

(
z

(
z

1− z

)′)′
= z

(
z

(1− z)2

)′
= z

1+ z

(1− z)3

A tedy

∞∑
n=0

n2zn =
z2 + z

(1− z)3
.



Integrace mocninné °ady

V¥ta (integrace mocninné °ady)

Má-li mocninná °ada

∞∑
n=0

an(z − zn)
n polom¥r konvergence ρ > 0, má

stejný polom¥r konvergence i °ada

∞∑
n=0

an
n + 1

(z − zn)
n+1. Ozna£íme-li

f (z) =
∞∑
n=0

an
n + 1

(z − zn)
n+1, z ∈ U(z0, ρ), potom

f ′(z) =
∞∑
n=0

an(z − zn)
n.



Integrace mocninné °ady - p°íklad

Se£teme °adu

∞∑
n=1

z2n

n + 3
. Polom¥r konvergence je 1.

Pro z = 0 je sou£et 0. Pro 0 < |z | < 1 máme

∞∑
n=1

z2n

n + 3
=
∞∑
n=1

(z2)n

n + 3
=

1

z6

∞∑
n=1

(z2)n+3

n + 3

Pot°ebujeme tedy spo£ítat
1

z6
f (z2), kde f (w) =

∞∑
n=1

wn+3

n + 3
.

Víme, ºe f ′(w) =
∞∑
n=1

wn+2 =
w3

1− w
(pro |w | < 1).

Protoºe

∫
w3

1− w
dw

c
= −w3

3
− w2

2
− w − log(1− w)

Tedy existuje C ∈ R, ºe f (w) = −w3

3
− w2

2
− w − log(1− w) + C .



Integrace mocninné °ady - p°íklad

Se£teme °adu

∞∑
n=1

z2n

n + 3
.

Pot°ebujeme spo£ítat
1

z6
f (z2), kde f (w) =

∞∑
n=1

wn+3

n + 3
.

Existuje C ∈ R, ºe f (w) = −w3

3
− w2

2
− w − log(1− w) + C .

Navíc C =
03

3
− 02

2
− 0− log(1− 0) + C = f (0) =

∞∑
n=1

0n+3

n + 3
= 0.

Platí tedy f (w) = −w3

3
− w2

2
− w − log(1− w) a

∞∑
n=1

z2n

n + 3
=

1

z6
f (z2) = −1

3
− 1

2z2
− 1

z4
− log(1− z2)

z6
, 0 < |z | < 1.



Hrani£ní chování mocninné °ady

V¥ta (Abelova)

Má-li mocninná °ada

∞∑
n=0

an(z − zn)
n =: f (z) polom¥r konvergence

∞ > ρ > 0, potom:

I pokud °ada

∞∑
n=0

anρ
n konverguje, potom

lim
z→ρ−

f (z) =
∞∑
n=0

anρ
n

I pokud °ada

∞∑
n=0

an(−ρ)n konverguje, potom

lim
z→−ρ+

f (z) =
∞∑
n=0

an(−ρ)n



Hrani£ní chování - p°íklad

Se£teme °adu

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
. Poloºme

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
zn+1, chceme zjistit

hodnotu limz→1− f (z).

Máme f ′(z) =
∞∑
n=1

zn

n
=: g(z) a g ′(z) =

∞∑
n=1

zn−1 =
∞∑
n=0

zn =
1

1− z
.

Protoºe

∫
1

1− z
c
= − log(1− z), z ∈ (−1, 1), víme, ºe existuje C ∈ R,

ºe platí

∞∑
n=1

zn

n
= − log(1− z) + C .

Navíc 0 =
∞∑
n=1

0n

n
= − log(1− 0) + C = C , a tedy f ′(z) = − log(1− z).

Op¥tovnou integrací (pomocí per partes) dostaneme, ºe existuje D ∈ R,
ºe platí f (z) = (1− z) log(1− z) + z + D. Navíc f (0) = 0 a tedy D = 0
a f (z) = (1− z) log(1− z) + z .



Hrani£ní chování - p°íklad

Se£teme °adu

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
. Poloºme

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
zn+1, chceme zjistit

hodnotu limz→1− f (z).

Op¥tovnou integrací (pomocí per partes) dostaneme, ºe existuje D ∈ R,
ºe platí f (z) = (1− z) log(1− z) + z + D. Navíc f (0) = 0 a tedy D = 0
a f (z) = (1− z) log(1− z) + z .

Protoºe °ada

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
ur£it¥ konverguje (nap°. srovnáním s

∑
1

n2 )

víme (podle Abelovy v¥ty), ºe

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
= lim

z→1−
f (z) = lim

z→1−
[(1− z) log(1− z) + z ] = 1.



Hrani£ní chování - p°íklad

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
= lim

z→1−
f (z) = lim

z→1−
[(1− z) log(1− z) + z ] = 1.

Podobné p°íklady se dají °e²it i elementárn¥, pomocí rozkladu na parciální
zlomky:

máme
1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1
a tedy

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

1

n(n + 1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

(
1

n
− 1

n + 1

)
= lim

N→∞
1− 1

N + 1
= 1.

Podobný trik m·ºeme pouºít i pro mocninné °ady, ale pozor na detaily:

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
zn+1 =

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n + 1

)
zn+1 =

∞∑
n=1

zn+1

n
−
∞∑
n=1

zn+1

n + 1



Hrani£ní chování - p°íklad

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
zn+1 = z

∞∑
n=1

zn

n
−
∞∑
n=1

zn+1

n + 1
=: z · f1(z)− f2(z)

f ′
1
(z) =

∞∑
n=1

zn−1 =
1

1− z
=⇒ f1(z) = − log(1− z)

f ′
2
(z) =

∞∑
n=1

zn =
z

1− z
=⇒ f2(z) = −z − log(1− z)

Pozor, limity lim
z→1−

f1(z) a lim
z→1−

f2(z) neexistují, ale

lim
z→1−

[z · f1(z)− f2(z)] = lim
z→1−

[(1− z) log(1− z) + z ] = 1,

coº nám sta£í.


