Polomér konvergence
Véta (vypocet poloméru konvergence)

Pro mocninnou radu g an(z — 2z9)" je polomér konvergence roven
n=0

1

lim sup ¥/]a,|
n—o0o

|an|

Polomér konvergence je zaroven roven lim

, pokud tato limita
=00 |apy1]

existuje.

Poznadmka: je-li p > 0 polomér konvergence mocninné rady

o0

Za,,(z — 29)", potom plati: pokud |zy — z| < p potom (Ciselnd) fada
n=0

oo
an(z — z9)" konverguje (dokonce absolutné), pokud |z — z| > p,
n=0

oo
potom fada Z an(z — z9)" diverguje.
n=0



Polomér konvergence - priklad

2n+1
Spocitame polomér konvergence mocninné rady rady Z ((r;—:—z)) n

Nejdrive zkusime (obtiznéjsi) vypocet pomoci odmocnmoveho kritéria:
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Predné lim ¢ (2n+1) =1 (n-t4 odmocnina z polynomu jde vzdy

n— 00 (n+1)(n+2)
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k jedné). Déle za pomoci zndmé limity lim —— = — dostavame
n—o0 n e




Polomér konvergence - priklad

Celkové pak
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Polomér konvergence mocninné rady Z nt o)

Podobné pocitdme pomoci (vhodnéjsiho) podilového kritéria
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Dalezité mocninné fady a zakladni Gprava

1
Z"=—— |z| <1,
-z

3

> ()"~ log(z + 1), |z < 1.
n=1

Zakladni apravy:

Z an(z — )"



Dalezité mocninné fady a zakladni Gprava

1
Z"=—— |z| <1,
-z

3

> ()"~ log(z + 1), |z < 1.
n=1

Zakladni apravy:

Z an(z—20)"=(z — 20) Z an(z — zo)"71



Dalezité mocninné fady a zakladni Gprava

> 1
Zoz"z — <1,
—
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z
Zi':ez, ZER,
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> ()"~ log(z + 1), |z < 1.
n=1

Zakladni apravy:

1

(z — z0)

Z an(z — 29)" = Z an(z —29)"= (z — zp) Z an(z — 20)"



Dalezité mocninné fady a zakladni Gprava

1
"=, <1,
2 =y=p M

oo

Z(fl)”*l% =log(z+1), |z|<1.
n=1

Zakladni apravy:

ﬁ Zan(z - Zo)n+1 :Zan(z _ ZO)n: (z . ZO)Zan(Z _ Zo)n—l

Z an(z — 20)2” = Z an([z — 20]2)"



Derivace mocninné fady

Véta (derivace mocninné rady)

Ma-li mocninna rada Z an(z — z,)" polomér konvergence p > 0, ma

n=0
o0
stejny polomér konvergence i rada E nan(z — z,)" L. Oznacime-li
n=1

= Zan(z —2z,)", z € U(zo, p), potom f'(z) = Znan z—z,)" L



Priklady

Secteme Z(2n + 1)z". Polomér konvergence je zjevné 1, bereme tedy
n=0
pouze |z| < 1. Zkusime tfi riizné Gpravy. Mame
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Z(2n+1)z”:2 n"+Zz"
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n=0 n= n=0
—22 (n+1)z —Zz

= i(Zn +1)(Vz)*" z>0
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Proc jsou prvni dvé Gpravy korektni? (Fady na obou stranach maji stejné
poloméry konvergence)



Priklady

Secteme Z(Zn +1)z"
n=0

o0
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Priklady

Secteme Z(2n +1)z".

n=1
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Priklady

Secteme Z(Qn +1)z".

n=1

o9}
Polozime f(w) = Z(2n + 1)w?", potom pro z > 0 mame
n=0

oo oo

F(Vz) =Y _(2n+1)(V2)"" =D (2n+1)z".

n=0 n=1

Dale

Flw) =) _(2n+ 1w’ = (Z W2"+1> = (WZ(W2)">

n=0 n=0
- w ! B 1+ w?
S\1-w2)  (1-w?)?

A tedy pro z > 0 dostaneme f(\/z) = (llj_((\/\g);)? = (lzj_zl)z




Priklady

Secteme Z n“z". Polomér konvergence je opét zjevné 1, bereme tedy

pouze |z| < 1
Méame

oo o0 ’ o0 /
E nz" =z E "zl =2 E nz"| =z|z E nz" !
n=1 n=1
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Integrace mocninné rady

Véta (integrace mocninné rady)

Ma-li mocninna fada Z an(z — z,)" polomér konvergence p > 0, ma

n=0
stejny polomér konvergence i rada nz_:o o (z — z,)"*t. Oznacime-li
>~ -
@)= Z;) n + 7(z - z,)", z € U(z0, p), potom
f'(z) = Z an(z — z,)"



Integrace mocninné rady - priklad

& 2n

Secteme radu Z Z+ 3
n

. Polomér konvergence je 1.

n=
Pro z =0 je soucet 0. Pro 0 < |z| < 1 mame

oo z" oo (22),1 1 (oo}
Zn+3_zn+3:§; n+3
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~ ] _ 1 ) > Wn+3
Potfebujeme tedy spocitat ;f(z ), kde f(w) = z_; i3
o0 3 n=
Vime, ze f'( Z w" (pro |w| < 1)

. w3 e wdow?
Protoze/l_wdwf—?—T—W—log(l—w)

Tedy existuje C € R, ze f(w) = —— — — — w —log(1 — w) + C.



Integrace mocninné rady - priklad

0 Z2n
Secteme fadu ; pEE
_ ] B 1 ) > wnt3
Potfebujeme spocitat ;f(z ), kde f(w) = 20y 3
W3 W2 -

Existuje C € R, ze f(w):—?—7—w—log(1—w)—|—(f.

0 0 — 0713
Navic C=— — — —0—log(1-0)+ C =f(0) = =0.
avic 3 % og(1—0) + (0) ;n+3
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Plati tedy f(w) = —W? — W7 —w—log(l—w)a
N 1, 1 1 1 log(l—2?)

— = - _ - _ = _ 1
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Hrani¢ni chovani mocninné rady

Véta (Abelova)

Ma-Ii mocninna rada Z an(z — z,)" =: f(z) polomér konvergence
n=0
oo > p > 0, potom:

o0
» pokud rada Z anp" konverguje, potom
n=0

Jm f(z Zanp

oo
» pokud rada Z an(—p)" konverguje, potom
n=0

o0
lim f(z)= E an(—
z——p+

n=0



Hrani¢ni chovani - priklad

> 1 1
Secteme radu ———— Polozme — = 7" chceme zZjistit
Sty Plome 3L

hodnotu lim,_,1_ f(z).

X n ) 0
Mame f'(z) = Z — = g(z)ag'(z)= Zz"*l = Zz" =

n=1 n=1 n=0

1 -
Protoze /7 = —log(l — z), z € (—1,1), vime, Ze existuje C € R,
[ee]

ze platlz:— —log(1l—2z)+ C.
NaV|c0_Z— = —log(l—0)+ C=C, atedy f'(z) = —log(1 — 2).

Opétovnou integraci (pomoci per partes) dostaneme, ze existuje D € R,
ze plati f(z) = (1 — z)log(1 — z) + z+ D. Navic f(0) =0 atedy D=0
af(z)=(1-2z)log(l—2)+z



Hrani¢ni chovani - priklad

- 1 - 1 .
Secteme fadu ; m Polozme ; mz”“, chceme zjistit

hodnotu Iimz_>f_ f(z).

Opétovnou integraci (pomoci per partes) dostaneme, Ze existuje D € R,
ze plati f(z) = (1 — z)log(1 — z) + z+ D. Navic f(0) =0atedy D=0
af(z)=(1-2z)log(l—2z)+z.

oo

1
Protoze fada ; m urcité konverguje (napf. srovnanim s > %)
vime (podle Abelovy véty), ze
i _1 lim f(z)= lim [(1—2)log(l —2z)+z] =1.
n(n + 1) z—1— z—1—



Hrani¢ni chovani - priklad

o0

Zl n(n + 1) = lim f(z) = lim [(1—2)log(1—2)+2]=1.

Podobné priklady se daji resit i elementarné, pomoci rozkladu na parcialni

zlomky:
3 1 1 ted
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Podobny trik mizeme pouzit i pro mocninné Fady, ale pozor na detaily:

—_—7 = —_ — Z =
n(n+1) “~\n n+l

=1 n1n+1



Hrani¢ni chovani - priklad

00 00
Znn+1 ZZ% Z;_'_l::z'fl(z)_f?(z)
n=1 =1

= 1
f(z) = 2" = = = f(2) = ~log(1 - 2)
n=1

Zz 72 = f(z) = -z —log(1l - z)

Pozor, limity lim fi(z) a lim f(z) neexistuji, ale
z—1— z—1—

Jim [z-£i(2) = H(2)] = lim [(1—2z)log(1 —2) + 2] = 1,

coz nam staci.



